


















ASTUCE DE SALBERGER ET ZE´RO-CYCLES SUR CERTAINES
FIBRATIONS
YONGQI LIANG
Re´sume´. On de´montre que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de
Hasse et a` l’approximation faible pour les ze´ro-cycles sur certaines fibrations au-dessus
d’une courbe lisse ou au-dessus de l’espace projectif. L’exactitude d’une suite de type
global-local pour les groupes de Chow des ze´ro-cycles est aussi e´tablie pour ces varie´te´s.
La nouveaute´ principale est que les hypothe`ses arithme´tiques sont suppose´es seulement sur
les fibres au-dessus d’un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´, de plus, on permet l’existence
des fibres ge´ome´triquement non inte`gres.
Abstract. We prove that the Brauer-Manin obstruction is the only obstruction to the
Hasse principle and to weak approximation for zero-cycles on certain fibrations over a
smooth curve or over the projective space. The exactness of a sequence of global-local
type for Chow groups of zero-cycles is also established for these varieties. The principal
novelty is that the arithmetic hypotheses are supposed only on the fibers over a generalized
Hilbertian subset, moreover, we permit the existence of geometrically non integral fibers.
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Introduction
Soit X une varie´te´ projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre sur un corps de
nombre k. On conside`re le principe de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur
X. On conside`re e´galement, en un certain sens (pre´cise´ dans §1), l’approximation
faible/forte pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X. L’obstruction associe´e au groupe
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de Brauer Br(X), dite de Brauer-Manin, est introduite par Manin dans son expose´
[18] pour les points rationnels sur X, et est e´tendue aux ze´ro-cycles par Colliot-
The´le`ne dans [1]. Il a e´te´ conjecture´ par Colliot-The´le`ne/Sansuc [5], Kato/Saito
[14], et Colliot-The´le`ne [1], que la suite suivante (cf. §5) soit exacte
(E) CH0̂(X)→ CH0̂,A (X)→ Hom(Br(X),Q/Z),
qui signifie qu’une famille de ze´ro-cycles locaux orthogonale au groupe de Brauer
Br(X) de X provient (modulo un entier donne´) d’un ze´ro-cycle global.
Supposons toujours que X admet un morphisme dominant π : X → B a` fibre
ge´ne´rique Xη ge´ome´triquement inte`gre sur le corps des fonctions k(B), ou` B est
une varie´te´ projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Soit H un sous-ensemble
(a` pre´ciser ci-dessous) de points ferme´s de B. On fait les hypothe`ses suivantes :
(HP/AF) le principe de Hasse/l’approximation faible (pour les points rationnels
ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1) vaut pour la k(θ)-varie´te´ Xθ pour tout point
ferme´ θ ∈ H ⊂ B;
(Abe´lienne-Scinde´e) pour tout point θ de B de codimension 1, la fibre Xθ
posse`de une composante irre´ductible de multiplicite´ un, dans le corps des fonctions
de laquelle la fermeture alge´brique de k(θ) est une extension abe´lienne de k(θ).
L’hypothe`se (Abe´lienne-Scinde´e), introduite par Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/
Swinnerton-Dyer [7], est automatiquement ve´rifie´e si toutes les fibres de π sont ge´o-
me´triquement inte`gres.
En utilisant l’astuce de Salberger ([21], §6), dans leur article [7], Colliot-The´le`ne/
Skorobogatov/Swinnerton-Dyer montrent que l’obstruction de Brauer-Manin est la
seule au principe de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X si B = P1 et si H
est un ouvert dense de B. Ce re´sultat a e´te´ ge´ne´ralise´ (au moins partiellement) dans
deux directions diffe´rentes : en ge´ne´ralisant la base B et en affaiblissant l’hypothe`se
sur le sous-ensemble H.
- Initie´ par Colliot-The´le`ne [2], suivi par les travaux de Frossard [10] et de van
Hamel [24], on arrive au re´sultat re´cent de Wittenberg [27], il montre la meˆme as-
sertion pour le cas ou` B = C est une courbe lisse de genre quelconque en supposant
la finitude du groupe de Tate-Shafarevich X(Jac(C)) de sa jacobienne, avec H un
ouvert dense de C; de plus, il montre l’exactitude de (E) lorsque Xη est ge´ome´tri-
quement rationnellement connexe. Un e´nonce´ similaire pour le cas ou` B = Pn avec
H un ouvert dense est montre´ par l’auteur dans [16], The´ore`me 3.5.
- Dans l’autre direction, afin d’appliquer le re´sultat aux solides de Poonen construits
dans [20], l’auteur montre dans [17] que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule
au principe de Hasse et a` l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1
sur X, si l’on suppose que toutes les fibres de π sont ge´ome´triquement inte`gres, si
B = C est une courbe lisse de groupe X(Jac(C)) fini, et si H est un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ (cf. §1, en particulier un ouvert dense est un tel sous-ensemble)
de C.
Le but de ce travail est de montrer le the´ore`me principal suivant qui ge´ne´ralise
simultane´ment les re´sultats des deux types ci-dessus.
The´ore`me principal. Soit π : X → B un morphisme dominant entre des varie´te´s
projectives lisses et ge´ome´triquement inte`gres, a` fibre ge´ne´rique Xη ge´ome´trique-
ment inte`gre sur k(B). On suppose
(Abe´lienne-Scinde´e)
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pour tout point θ de B de codimension 1, la fibre Xθ posse`de une composante
irre´ductible de multiplicite´ un, dans le corps des fonctions de laquelle la
fermeture alge´brique de k(θ) est une extension abe´lienne de k(θ).
Soit Hil un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de B. Supposons respectivement
que
(1) pour tout point ferme´ θ ∈ Hil, la fibre Xθ satisfait le principe de Hasse (pour
les points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1) ;
(2) pour tout point ferme´ θ ∈ Hil, la fibre Xθ satisfait l’approximation faible
(pour les points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1) ;
(3) l’hypothe`se (2) et de plus la fibre ge´ne´rique Xη est ge´ome´triquement ration-
nellement connexe.
Alors, dans chacun des cas suivants
- la base B = C est une courbe de groupe de Tate-Shafarevich X(Jac(C)) fini,
- la base B = Pn est l’espace projectif,
on a pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X
(1) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse ;
(2) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible ;
(3) l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation forte, et de plus,
la suite (E) est exacte.
En comparant avec les re´sultats [27, The´ore`mes 1.3, 1.4] et [17, The´ore`me 3.1],
dans ce travail l’hypothe`se arithme´tique est suppose´e au-dessus d’un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ au lieu d’un ouvert dense, plus de fibres qui ne satisfont pas
le principe de Hasse ou l’approximation faible sont permise, d’ou` on trouve une
nouvelle application dans §6. Ces deux anciens re´sultats sont base´s sur le re´sultat
de Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [7, The´ore`me 4.1], la` l’astuce
de Salberger a e´te´ utilise´e pour sa de´monstration. Dans ce article, on de´veloppe
cette astuce afin de de´montrer le the´ore`me ci-dessus pour le cas crucial ou` B = P1.
On montre d’abord dans §2 le cas particulier du the´ore`me, hormis l’exactitude
de (E), ou` B = P1 sous l’hypothe`se plus forte que (Abe´lienne-Scinde´e) :
- toutes les fibres de π sont ge´ome´triquement inte`gres.
Ensuite, dans §3, on adapte cette preuve a` l’astuce de Salberger et on montre le
the´ore`me pour le cas ou` B = P1 sous l’hypothe`se (Abe´lienne-Scinde´e). C’est une
ge´ne´ralisation de [7, The´ore`me 4.1]. A` partir de ceci, en appliquant les me´thodes
de Wittenberg [27, 28] (voir aussi [16]), on traite le cas ou` B = C est une courbe
dans §4.1 §5.1 et le cas ou` B = Pn dans §4.2 §5.2. Enfin, on discute l’application
aux fibrations en surfaces de Chaˆtelet dans §6.
1. Conventions et rappels
Conventions. Dans tout ce travail, une varie´te´ de´signe un sche´ma se´pare´ de
type fini sur un corps. Une fibration π : X → B signifie un morphisme dominant
entre des varie´te´s lisses et ge´ome´triquement inte`gres a` fibre ge´ne´rique ge´ome´tri-
quement inte`gre. Le corps de base k est toujours un corps de nombres. Comme




k ) l’ensemble des places (resp. places finies,
places archime´diennes) de k. Pour chaque place v ∈ Ωk, on note kv le corps local
associe´, et k(v) le corps re´siduel si v est non-archime´dienne. On fixe une cloˆture al-
ge´brique k¯ de k, k¯v de kv pour toute v ∈ Ωk. L’expression « presque tout » signifie
toujours « tout a` l’exception d’un nombre fini ». Soit k′ une extension finie de k,
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pour un sous-ensemble S de places de k, on note S ⊗k k′ l’ensemble des places de
k′ au-dessus des places dans S.
Accouplement de Brauer-Manin. Soit X une varie´te´ projective lisse ge´o-
me´triquement inte`gre sur un corps k, le compose´ de la restriction et l’application
d’e´valuation de´finit un accouplement
〈·, ·〉k : Z0(X) × Br(X) → Br(k),
(
∑
P nPP , b ) 7→
∑
P nP coresk(P )/k(b(P )),
qui se factorise a` travers l’e´quivalence rationnelle ∼, ou` Br(·) = H2e´t(·,Gm) est le
groupe de Brauer cohomologique. Lorsque k est un corps de nombres, on de´finit




Z0(Xv) × Br(X) → Q/Z,




ou` invv : Br(kv) →֒ Q/Z est l’invariant local en v et ou` Xv = X ×k kv.
Principe de Hasse et l’approximation faible/forte. On conside`re le prin-
cipe local-global pour les ze´ro-cycles de degre´ 1. On dit que X satisfait le principe
de Hasse (resp. l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse
pour X) s’il existe un ze´ro-cycle global de degre´ 1 lorsqu’il existe une famille de
ze´ro-cycles locaux de degre´ 1 (resp. une famille de ze´ro-cycles locaux de degre´ 1
orthogonale a` Br(X)). On dit que X satisfait l’approximation faible (resp. forte)
au niveau du groupe de Chow, si pour tout entier strictement positif m, pour tout
ensemble fini S ⊂ Ωk (resp. pour S = Ωk), et pour toute famille {zv}v∈Ωk de
ze´ro-cycles locaux de degre´ 1, il existe un ze´ro-cycle global z = zm,S de degre´ 1 tel
que z et zv aient la meˆme image dans CH0(Xv)/m pour toute v ∈ S. On dit que
l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible/forte au niveau
du groupe de Chow, si l’on demande de plus {zv}v∈Ωk⊥Br(X) dans la de´finition
pre´ce´dente. Pour simplifier la terminologie, pour les ze´ro-cycles on dit simplement
« l’approximation faible/forte » au lieu de « l’approximation faible/forte au niveau
du groupe de Chow ».
Sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´.On rappelle la notion de sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´. Soit X une varie´te´ sur un corps k, un sous-ensemble Hil ⊂ X
de points ferme´s est un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ s’il existe un morphisme
e´tale fini Z
ρ
−→ U ⊂ X avec U un ouvert non-vide de X et Z inte`gre tel que Hil
soit l’ensemble des points ferme´s θ de U pour lesquels ρ−1(θ) est connexe. Si X est
une varie´te´ normale, soit Hili (i = 1, 2) un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´, on
peut trouver un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil ⊂ Hil1 ∩ Hil2, cf. [17], §1.2.
Ze´ro-cycles. Soit z =
∑
niPi un ze´ro-cycle de X (avec les points ferme´s Pi
distincts). On dit qu’il est se´parable si ni ∈ {0, 1,−1} pour tout i.
Soit π : X → B un morphisme dominant, le ze´ro-cycle z =
∑
niPi est dit de´ploye´
(relativement a` la fibration π : X → B) s’il existe un k(Pi)-point rationnel sur la
fibre XPi pour tout i.
E´tant donne´ P un point ferme´ de Xv, on fixe un kv-plongement kv(P ) −→ k¯v,
P est vu comme un point kv(P )-rationnel de Xv. On dit qu’un point ferme´ Q
de Xv est suffisamment proche de P (par rapport a` un voisinage UP de P dans
l’espace topologique Xv(kv(P ))), si Q a corps re´siduel kv(Q) = kv(P ) et si l’on
peut choisir un kv-plongement kv(Q) −→ k¯v tel que Q, vu comme un kv(Q)-point
rationnel de Xv, soit contenu dans UP . En e´tendant Z-line´airement, cela a un sens
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de dire que z′v ∈ Z0(Xv) est suffisamment proche de zv ∈ Z0(Xv) (par rapport a`
un syste`me de voisinages des points qui apparaissent dans le support de zv), en
particulier deg(z′v) = deg(zv) si c’est le cas. Wittenberg a montre´ le lemme suivant
(en remarquant que si zv et z
′
v sont effectifs de degre´ d et suffisamment proches, ils
de´finissent des kv-points sur le produit syme´trique Sym
d(X), suffisamment proches
par rapport a` la kv-topologie).
Lemme 1.1 (Wittenberg [27], Lemme 1.8). Soient m un entier strictement positif
et X une varie´te´ lisse sur k. Pour v ∈ Ωk, soient zv et z′v des ze´ro-cycles de Xv.
Alors ils ont la meˆme image dans CH0(Xv)/m lorsqu’ils sont suffisamment proches.
Groupe de Brauer vertical. Soit π : X → B un morphisme dominant entre
des varie´te´s lisses connexes. Le groupe de Brauer Br(X) est vu comme un sous-
groupe de Br(k(X)). La partie verticale Brvert(X) ⊂ Br(X) consiste en les e´le´-
ments de Br(X) provenant de Br(k(B)) par le morphisme π∗ : Br(k(B)) →
Br(k(X)) induit par π. Le quotient Brvert(X)/π
∗Br(B) est fini si B est une
courbe et si l’hypothe`se (Abe´lienne-Scinde´e) dans l’introduction est ve´rifie´e, cf.
[6], Lemme 3.1.
2. Cas particulier ou` les fibres sont ge´ome´triquement inte`gres et
B = P1
Puisque la preuve comple`te du the´ore`me principal avec B = P1 est longue,
pour le confort du lecteur, on la se´pare en deux parties. La premie`re partie §2 se
concentre sur les proble`mes que comment assurer que θ est un point ferme´ au lieu
d’un ze´ro-cycle effectif et comment controˆler θ tel que il soit contenu dans Hil. La
deuxie`me partie §3 se concentre sur le traitement de (Abe´lienne-Scinde´e), i.e.
l’astuce de Salberger, et sur comment l’adapter avec la premie`re partie. La deuxie`me
partie peut eˆtre vue comme une interpre´tation ge´ome´trique de l’astuce de Salberger
(comparer avec la preuve du the´ore`me 3.1 de [7]).
Dans cette section, on montre un cas particulier du the´ore`me principal (sauf
l’exactitude de la suite (E)) ou` B = P1 et on suppose que toutes les fibres sont
ge´ome´triquement inte`gres au lieu de l’hypothe`se (Abe´lienne-Scinde´e), les conclu-
sions qu’on va montrer deviennent beaucoup plus simples, respectivement :
(1) le principe de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1;
(2) l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1;
(3) l’approximation forte pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
Ce cas est aussi un cas particulier du the´ore`me principal de l’auteur [17], la preuve
pre´sente´e ici est plus complique´e que [17], mais l’avantage est qu’on peut adapter
cette preuve a` l’astuce de Salberger pour montrer une ge´ne´ralisation dans §3. Cette
preuve fait une partie essentielle de la preuve entie`re du the´ore`me principal.
Premie`rement, on admet la proposition suivante et montre le cas particulier
conside´re´, ensuite, on montre la proposition.
Proposition 2.1. Soient π : X → P1 une fibration a` fibres ge´ome´triquement in-
te`gres et D un sous-ensemble fini de points ferme´s de P1. Soit Hil un sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ de P1. Supposons qu’il existe une famille {zv}v∈Ωk de ze´ro-
cycles locaux de X de degre´ 1.
Alors, pour tout entier strictement positif a et pour tout ensemble fini S ⊂ Ωk,
il existe les donne´es suivantes :
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(a) pour chaque v ∈ S, un ze´ro-cycle effectif z2v ∈ Z0(Xv) tel que zv − z
2
v soit
a-divisible dans Z0(Xv); et pour tout tel z
2
v, un ze´ro-cycle effectif τv ∈ Z0(Xv) tel
que π∗(τv) soit se´parable a` support hors de D, et tel que τv soit suffisamment proche
de z2v;
(b) un point ferme´ θ ∈ Hil de degre´ d ≡ 1(mod a) tel que θ soit de´ploye´ localement
partout, tel que comme ze´ro-cycle θ soit suffisamment proche de π∗(τv) pour toute
v ∈ S, a fortiori θ et π∗(zv) sont rationnellement e´quivalents modulo a, i.e. ils ont
la meˆme image dans CH0(P
1
v)/a pour toute v ∈ Ωk.
De´monstration du the´ore`me principal sous les hypothe`ses au de´but de §2. On part
d’une famille {zv}v∈Ωk de ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X, la proposition 2.1 donne
un point ferme´ θ ∈ Hil qui satisfait (a) et (b) de la proposition. Si Xθ satisfait le
principe de Hasse (pour les points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1), il
existe un ze´ro-cycle global zθ de degre´ 1 sur la k(θ)-varie´te´ Xθ, c’est un ze´ro-cycle
de degre´ d ≡ 1(mod a) sur X. Si l’on prend pour a le degre´ dQ d’un certain point
ferme´ Q de X, le ze´ro-cycle z = zθ − hQ est alors de degre´ 1 sur X pour un certain
entier convenable h, ceci montre (1). On fixe un entier strictement positif m et un
sous-ensemble fini S de places de k. On suppose que la k(θ)-varie´te´ Xθ satisfait
l’approximation faible (pour les points rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´
1), d’apre`s le the´ore`me des fonctions implicites et le lemme 1.1, on peut choisir le
ze´ro-cycle zθ ci-dessus tel que zθ et τv ont la meˆme image dans CH0(Xv)/m pour
toute v ∈ S. De l’autre coˆte´, graˆce au lemme 1.1, la proposition 2.1(a) implique que
τv et z
2
v ont la meˆme image dans CH0(Xv)/a. Si l’on prend a un multiple de dQm,
les ze´ro-cycles z et zv ont la meˆme image dans CH0(Xv)/m pour toute v ∈ S, ceci
montre (2). Puisque Xη est ge´ome´triquement rationnellement connexe, d’apre`s le
corollaire 2.2 de Wittenberg [27], l’application CH0(Xv) → CH0(P1v) est injective
pour presque toute v. Quitte a` augmenter S, on peut supposer l’injectivite´ pour
toute v /∈ S. Pour une telle v, on a θ ∼ π∗(zv) + acv pour un certain cv ∈ Z0(P1v).
Si l’on prend a = a′m tel que a′ soit un multiple de l’indice de la fibre ge´ne´rique
Xη, le ze´ro-cycle acv s’e´crit comme mπ∗(z
0
v) pour un certain z
0
v ∈ Z0(Xv), cf. [27],
Lemme 2.4. D’ou` zθ ∼ zv +mz0v sur Xv, ceci montre (3). 
Lemme 2.2. Soit D un ensemble fini de points ferme´s de P1k, ou` k est un corps
local non-archime´dien. Alors, pour tout nombre entier strictement positif n, il existe
un point ferme´ de P1 \D de degre´ n.
De´monstration. Comme k est un corps local non-archime´dien, il existe alors un
polynoˆme irre´ductible de degre´ n, qui va de´finir un point ferme´ de Spec(k[T ]) =
A1 ⊂ P1 de degre´ n. Il y a un nombre infini de tels polynoˆmes, par exemple les
polynoˆmes d’Eisenstein, on peut donc le choisir tel que le point ferme´ associe´ soit
en dehors de l’ensemble fini D. 
De´monstration de la proposition 2.1. L’ide´e de cette de´monstration provient de la
preuve du the´ore`me 1.3 d’Ekedahl [9] et de la preuve de la proposition 3.2.1 de
Harari [12].
On note K = k(P1) et KZ = k(Z) l’extension finie de K associe´e au reveˆtement
fini Z → P1 de´finissant Hil, qui est e´tale au-dessus d’un ouvert dense U ⊂ P1. On
prend K ′ la cloˆture galoienne de KZ dans K¯ une cloˆture alge´brique de K fixe´e au
de´but. Soit Z ′ la courbe inte`gre normale projective de corps des fonctions K ′ avec
les morphismes finis Z ′ → Z → P1 associe´s aux extensions des corpsK ⊂ KZ ⊂ K
′,
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on note U ′ l’image re´ciproque de U dans Z ′. On note k′ la fermeture alge´brique de
k dans K ′, l’extension k′/k est finie, on note h son degre´.
Lemme 2.3. Les donne´s ci-dessus satisfont : (quitte a` restreindre U et U ′ si ne´-
cessaire)
(1) le k-morphisme U ′ −→ U est e´tale fini surjectif galoisien,
(2) U ′ est une courbe ge´ome´triquement inte`gre au-dessus de k′,










U Uk′ = U ×k k′oo
(4) les fibres de π : X → P1 au-dessus de U sont lisses et ge´ome´triquement
inte`gres.
De´monstration. Comme l’extension k′/k est finie et car(k) = 0, on e´crit k′ = k(e)
avec e ∈ k′. Son image par le k-plongement ι : k′ → K ′ est une fonction rationnelle
ι(e) sur la courbe projective Z ′. On note P l’ensemble fini des poˆles de ι(e). Quitte
a` restreindre U et U ′, on peut supposer que U ′ ∩P = ∅ et que U ′ se surjecte sur U
par le morphisme Z ′ → P1. Le morphisme des k-alge`bres k′ → OZ′(U ′) ⊂ K ′ est
alors bien de´fini, qui donne un k-morphisme U ′ → Spec(k′). On peut supposer de
plus que les fibres de π : X → P1 au-dessus de U sont lisses et ge´ome´triquement
inte`gres, et que U ′ → U est e´tale galoisien (en enlevant l’orbite de P sous l’action
de Gal(K ′/K) et les points ramifie´s), pour plus de de´tails sur la the´orie de Galois
pour une courbe alge´brique inte`gre normale cf. [23], Chapitre 4. La courbe U ′ est
ge´ome´triquement inte`gre sur k′, car k′ est alge´briquement ferme´ dans K ′ = k′(U ′).
Le k′-morphisme canonique U ′ −→ Uk′ = U×kk′ satisfait le diagramme commutatif
dans (3). 
Pour trouver un point ferme´ θ ∈ Hil ⊂ P1, il suffit de trouver θ tel que la fibre
de U ′ → U en θ soit connexe.
Quitte a` augmenter D, on peut supposer que l’ensemble fini D contient tout
point ferme´ θ de P1 dont sa fibre Xθ n’est pas lisse.
On note G = Gal(K ′/K), c’est le groupe de Galois du reveˆtement fini e´tale
U ′ → U, le reveˆtement fini e´tale U ′ → Uk′ est aussi galoisien, de groupe note´ par
H, qui est un sous-groupe de G. On de´finit I ⊂ Ωk comme l’ensemble des places
de k qui sont totalement de´compose´es dans (la cloˆture galoisienne de) k′, c’est un
ensemble infini d’apre`s le the´ore`me de Cˇebotarev.
On e´tend le k′-reveˆtement fini e´tale galoisien U ′ → Uk′ a` un mode`le entier
U ′ → V au-dessus de Ok′,S′1 qui reste un reveˆtement fini e´tale galoisien de groupe
H, ou` S′1 ⊂ Ωk′ est un ensemble fini, cf. le the´ore`me 2.1 de [19] et (8.4.4) de [11]. En
augmentant S′1 si ne´cessaire, on peut supposer que S
′
1 = S1 ⊗k k
′ pour un certain
ensemble fini S1 ⊂ Ωk et qu’il existe un mode`le U de U sur Ok,S1 satisfaisant le
diagramme commutatif suivant, dont U ′ → V est un Ok′,S′1-morphisme et les autres














L’estimation de Lang-Weil avec le lemme de Hensel donne un sous-ensemble
fini S2 de Ωk tel que pour tout point ferme´ θ de P
1 tel que Xθ soit lisse, on ait
Xθ(k(θ)w) 6= ∅ pour toute w ∈ (Ωk \ S2)⊗k k(θ), cf. [17], Lemme 3.3.
En augmentant S si ne´cessaire, on peut supposer que S ⊃ S1∪S2∪Ω∞. Quitte a`
remplacer l’entier a par a[k′ : k], on peut supposer que a est un multiple de [k′ : k].
On fixe un point ferme´ z0 ∈ Z0(X) de degre´ d0 tel que y0 = π∗(z0) soit se´parable
et a` support en dehors de D. On choisit un k-point note´ par ∞ de P1 hors de D ∪







v sont effectifs a` supports disjoints. On pose z
1
v = zv + ad0z
−
v =
z+v + (ad0 − 1)z
−
v de degre´ ≡ 1(mod ad0), mais ils ne sont pas ne´cessairement de
meˆme degre´ quand v ∈ S varie. On leur ajoute un multiple convenable de az0 pour
chaque v, et on obtient z2v effectif de meˆme degre´ assez grand d ≡ 1(mod ad0).
D’apre`s le lemme 1.2 de [16], on bouge z2v un peu et obtient τv ∈ Z0(Xv) effectif
suffisamment proche de z2v tel que π∗(τv) soit se´parable a` support en dehors de
D ∪ {supp(y0)} ∪ {∞}.
On trouve une fonction fv ∈ kv(P1)∗/k∗v telle que divP1v (fv) = π∗(τv)−d∞, pour
toute v ∈ S.
Lemme 2.4. Soit E l’ensemble fini des classes de conjugaison du groupe H. Alors,
il existe une injection
γ : E→ ((Ωk \ S) ∩ I)⊗k k
′
qui satisfait les conditions suivantes,
- pour tout c ∈ E il existe un point de corps re´siduel fini x¯c ∈ V(k′(γ(c))) tel que le
Frobenius associe´ Frobx¯c soit contenu dans la classe c;
- les places vc1 , vc2 ∈ Ωk sont distincts si c1 6= c2 ∈ E, ou` vc est la place de k
au-dessous de γ(c) ∈ Ωk′ pour c ∈ E.
De plus, si l’on note v = vc et w
′ = γ(c), les extensions k′w′/kv et k
′(w′)/k(v)
sont triviales, donc U(k(vc)) = V(k
′(γ(c))) et U(kvc) = Uk′(k
′
γ(c)) pour tout c ∈ E.
De´monstration. On remarque que U ′ → V est un reveˆtement galoisien de groupe
H ou` la fibre ge´ne´rique U ′ de U ′ → Spec(Ok′,S′1) est une varie´te´ ge´ome´trique-
ment inte`gre au-dessus de k′, le the´ore`me de densite´ de Cˇebotarev ge´ome´trique
([9], Lemme 1.2) donne l’injection γ ve´rifiant la premie`re condition. L’infinite´ de
l’ensemble I assure que la deuxie`me condition peut simultane´ment eˆtre ve´rifie´e. La
dernie`re assertion provient de la construction de I. 
D’apre`s le lemme de Hensel, pour chaque c ∈ E, le point x¯c se rele`ve en un
point xc ∈ V(Ow′) ⊂ Uk′(k′w′) ou` Ow′ est l’anneau d’entiers du corps local k
′
w′ avec
w′ = γ(c). D’apre`s le lemme 2.2, on trouve alors un point ferme´ x′c de Uvc de degre´
d−1 en dehors deD∪supp(y0)∪{∞, xc}. On a xc+x′c ∼ d∞ ∈ Z0(P
1
vc) et on obtient
une fonction fvc ∈ kvc(P
1)∗/k∗vc telle que divP1vc (fvc) = (xc + x
′
c) − d∞ ∈ Z0(P
1
vc)
pour tout c ∈ E.
De meˆme, on prend v0 ∈ Ωk \ S \ {vc, c ∈ E} et obtient un point ferme´ xv0
de Uv0 ⊂ P
1
v0 de degre´ d en dehors de D ∪ supp(y0) ∪ {∞} et une fonction fv0 ∈
kv0(P
1)∗/k∗v0 telle que divP1v0
(fv0) = xv0 − d∞ ∈ Z0(P
1
v0).
D’apre`s le the´ore`me de Riemann-Roch Γ(P1,OP1(d∞)) est un espace vectoriel de
dimension d. On applique l’approximation faible pour Pd−1, on trouve une fonction
f ∈ k(P1)∗ qui est suffisamment proche des fv pour v ∈ S ∪ {vc, c ∈ E} ∪ {v0}.
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On a alors divP1(f) = θ − d∞ avec θ un ze´ro-cycle effectif se´parable a` support en
dehors de D ∪ supp(y0) ∪ {∞}, de plus,
(i) θ est suffisamment proche de π∗(τv) pour v ∈ S,
(ii) θ est suffisamment proche de xc + x
′
c pour c ∈ E,
(iii) θ est suffisamment proche de xv0 .
Le ze´ro-cycle θ est en fait un point ferme´ de U ⊂ P1 de degre´ d par (iii).
Le ze´ro-cycle θ est de´ploye´ localement partout. En fait, pour les places dans (Ωk\
S)⊗k k(θ) l’assertion suit de l’estimation de Lang-Weil mentionne´e pre´ce´demment,
pour les places dans S⊗k k(θ) l’assertion suit du the´ore`me des fonctions implicites.
Pour conclure, il reste a` montrer que la fibre de U ′ → U au point θ est connexe.
On note L = k(θ), on a alors [L : k] = d. Le point ferme´ θ, vu comme un L-
point rationnel, est suffisamment proche de xc + x
′
c pour c ∈ E, ceci implique qu’il
existe w ∈ ΩL au-dessus de vc tel que Lw/kvc soit une extension triviale et l’image
de θ par l’application U(L) → U(Lw) est suffisamment proche de xc ∈ U(Ow) ⊂
U(Lw) = U(kvc). Donc θ est un point entier de U (pour le mode`le U) dont la
re´duction modulo w est exactement x¯c ∈ U(L(w)) = U(k(vc)) = V(k′(γ(c))), ou` la
deuxie`me e´galite´ provient du lemme 2.4.
On conside`re le reveˆtement (fini e´tale) φ : Uk′ → U. Le point ferme´ θ de U
donne un ze´ro-cycle φ∗(θ) = Spec(L) ×U Uk′ ≃ Spec(L ⊗k k′) de Uk′ de degre´ d.
Comme d ≡ 1(mod a), d est premier a` [k′ : k], l’alge`bre e´tale L′ = L ⊗k k′ reste
alors un corps, le ze´ro-cycle θ′ = φ∗(θ) est donc un point ferme´ de Uk′ de corps
re´siduel k′(θ′) = L′. En notant w′ = γ(c)|vc, on rappelle que dans le lemme 2.4
on sait k′w′ = kvc , k
′(w′) = k(vc), U(k(vc)) = V(k′(w′)), et U(kvc) = Uk′(k
′
w′). Le
point θ′ ∈ Uk′(L
′
λ) de´finit en fait un point entier de Uk′ (pour le mode`le V) de
re´duction modulo λ exactement x¯c ∈ V(L′(λ)) = V(k′(w′)), ou` λ|vc est une des
places de L′ au-dessus de w′ = γ(c) ∈ Ωk′ et au-dessus de w ∈ ΩL a` la fois (λ
est alors totalement de´compose´e au-dessus de vc). En conside´rant le reveˆtement
galoisien U ′ → V du groupe H, comme θ′ est un point de re´duction x¯c, la classe de
conjugaison dans H de l’automorphisme de Frobenius Frobx¯c rencontre l’image de
l’application Gal(L¯′/L′) = Gal(k′(θ′)/k′(θ′))→ H, cette dernie`re fle`che est induite
par le point ferme´ θ′ de Uk′ via le choix d’un rele`vement du compose´ Spec(L¯′) →
θ′ = Spec(L′)→ Uk′ a` U ′. Ceci vaut pour tout c ∈ E. L’application Gal(L¯′/L′)→
H est donc surjective d’apre`s un argument de la the´orie des groupes finis, cf. [9],
Lemme 1.1. La fibre de U ′ → U en θ est exactement la fibre de U ′ → Uk′ en
θ′ = φ−1(θ), elle est alors connexe, ainsi θ ∈ Hil. 
Remarque 2.5. La me´thode de la preuve pre´sente´e ici ne fonctionne que pour P1.
Si l’on part d’une courbe en bas C de genre quelconque, on va obtenir θ un ze´ro-
cycle global se´parable de C qui n’est pas ne´cessairement un point ferme´. On e´crit
θ =
∑
j θj ou` θj ≃ Spec(Lj) sont des points ferme´s districts de C. On va trouver
que H est engendre´ par les images de Gal(L¯j/Lj) → H. Ceci ne suffit pas pour
de´duire que la fibre de Z ′ → C en chaque θj est connexe.
3. Cas particulier ou` (Abe´lienne-Scinde´e) est ve´rifie´e et B = P1
Dans cette section, on montre un cas particulier du the´ore`me principal (sauf
l’exactitude de la suite (E)) ou`B = P1 et on fait l’hypothe`se (Abe´lienne-Scinde´e).
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Dans ce cas, l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au sous-groupe Brvert(X) suf-
fit, les conclusions qu’on va montrer deviennent respectivement : pour les ze´ro-cycles
de degre´ 1 sur X
(1) l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au groupe Brvert(X) est la seule au
principe de Hasse ;
(2) l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au groupe Brvert(X) est la seule a`
l’approximation faible ;
(3) l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au groupe Brvert(X) est la seule a`
l’approximation forte.
Ce cas est une ge´ne´ralisation du the´ore`me 4.1 de Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/
Swinnerton-Dyer [7] au sens que Hil est un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ au
lieu d’un ouvert dense de P1. La preuve suit la me´thode utilise´e dans [7], l’outil
principal est l’astuce de Salberger, a` laquelle l’argument de §2 est adapte´. Afin de
baisser la difficulte´ de la lecture, au lieu de montrer ce cas directement, on le divise
en deux e´tapes : §2 et §3, la preuve ci-dessous ne re´pe`te pas l’argument pour la
partie pre´ce´dente §2.
Du meˆme argument que §2, on se rame`ne a` la proposition suivante, qui joue le
roˆle de la proposition 2.1. Dans le reste de cette section, on montre la proposition.
Proposition 3.1. Soit π : X → P1 une fibration qui satisfait l’hypothe`se
(Abe´lienne-Scinde´e) pour tout point θ de P1 de codimension 1, la fibre Xθ pos-
se`de une composante irre´ductible de multiplicite´ un, dans le corps des fonctions de
laquelle la fermeture alge´brique de k(θ) est une extension abe´lienne de k(θ).
Soient Hil un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de P1 et D un ensemble fini de
points ferme´s de P1. Supposons qu’il existe une famille {zv}v∈Ωk de ze´ro-cycles de
X de degre´ 1 orthogonale au groupe Brvert(X).
Alors, pour tout entier strictement positif a et pour tout ensemble fini S ⊂ Ωk,
il existe les donne´es suivantes :
(a) pour chaque v ∈ S, un ze´ro-cycle effectif z2v ∈ Z0(Xv) tel que zv − z
2
v soit
a-divisible dans Z0(Xv); et pour tout tel z
2
v, un ze´ro-cycle effectif τv ∈ Z0(Xv) tel
que π∗(τv) soit se´parable a` support hors de D, et tel que τv soit suffisamment proche
de z2v;
(b) un point ferme´ θ ∈ Hil de degre´ d ≡ 1(mod a) tel que θ soit de´ploye´ localement
partout, tel que comme ze´ro-cycle θ soit suffisamment proche de π∗(τv) pour toute
v ∈ S, a fortiori θ et π∗(zv) sont rationnellement e´quivalents modulo a, i.e. ils ont
la meˆme image dans CH0(P
1
v)/a pour toute v ∈ Ωk.
De´monstration. On conside`re la fibration π : X → P1. Soit U un ouvert dense de
P1 tel que toute fibre Xθ au-dessus d’un point θ ∈ U est lisse et ge´ome´triquement
inte`gre. On note D0 l’ensemble des points au-dessus desquels les fibres sont non
lisses ou ge´ome´triquement non inte`gres, on e´crit D0 = {P1, . . . , Pi, . . . , Pn} ou` Pi
est un point ferme´ de P1 de corps re´siduel ki = k(Pi). On choisit un k-point de
P1 \ D0 note´ par ∞ tel que la fibre X∞ soit lisse et ge´ome´triquement inte`gre,
alors D0 ⊂ A1 = P1 \ ∞, quitte a` restreindre U, on peut supposer que U ⊂ A1.
Chaque point ferme´ Pi donne un point ki-rationnel ei ∈ ki = A1(ki), on note
g′i = t− ei ∈ ki(t) = ki(P
1) et gi = Nki(P1)/k(P1)(g
′
i) ∈ k(t) = k(P
1). Le point Pi est
localement de´fini par gi.
Soient P1, X , et U des mode`les entiers lisses sur Spec(Ok,S) de P1, X, et U,
pour un sous-ensemble fini S ⊂ Ωk suffisamment grand tel qu’il existe un Ok,S-
morphisme projectif Π : X → P1 dont la fibre ge´ne´rique au-dessus de Spec(k) est
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π. De plus, on peut supposer que gi ∈ Ok,S [A1]. On note, pour tout 1 6 i 6 n,
Ti l’adhe´rence de Zariski de Pi dans P1, c’est aussi l’adhe´rence de Zariski dans P1
du sous-sche´ma ferme´ de A1Ok,S de´fini par gi = 0. Quitte a` augmenter S, on peut
supposer que les points sche´matiques de P1, au-dessus desquels les fibres de Π sont
ge´ome´triquement non inte`gres, sont tous contenus dans T =
⋃
Ti, que Ti ∩ Tj = ∅
si i 6= j, et que Ti est e´tale sur Spec(Ok,S).
Comme la fibration X → P1 ve´rifie l’hypothe`se (Abe´lienne-Scinde´e), on fixe
une composante irre´ductible Zi de multiplicite´ un de la fibre XPi . La fermeture
alge´briqueKi de ki dans le corps des fonctions de Zi est une extension abe´lienne de
ki. On peut e´crireKi/ki comme un compose´ d’un nombre fini d’extensions cycliques
Ki,j/ki.
Comme dans la preuve de la proposition 2.1, lorsqu’on a la fibrationX → P1 et le
sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil, on choisit un reveˆtement e´tale fini galoisien
U ′ → U ⊂ P1 et un mode`le entier U ′ → U au-dessus de Ok,S1 qui se factorise a`
travers V un mode`le entier de Uk′ , ou` k′ est une extension finie de k qui ne de´pend
que de Hil. Comme il y a des fibres ge´ome´triquement non inte`gres, on ne peut pas
appliquer directement l’estimation de Lang-Weil, l’ensemble S2 dans la preuve de
la proposition 2.1 n’existe plus.
Quitte a` augmenter S, on peut supposer que S ⊃ S1 ∪ Ω∞. On va rede´finir
l’ensemble I ⊂ Ωk qui joue un roˆle crucial dans la preuve de la proposition 2.1.
On fixe un caracte`re primitif χ du groupe cyclique Gal(Ki,j(P
1)/ki(P
1)) =
Gal(Ki,j/ki), l’e´le´ment (χ, g
′
i) du groupe de Brauer Br(ki(P
1)) est note´ simple-
ment par (Ki,j/ki, g
′




pour la construction de ces e´le´ments cf. [8] §1.1.
Alors Ai,j ∈ Br(P1 \ D) pour tout i, j, ou` D est un certain ensemble fini de
points ferme´s de P1 contenant D0. Quitte a` remplacer a par un multiple, on peut
supposer que a annule tous les Ai,j et que a est un multiple de [k
′ : k].
On choisit un ze´ro-cycle effectif global z0 ∈ Z0(X) de degre´ d0 > 0 tel que
y0 = π∗(z0) soit a` support hors de D ∪ {∞}.
On part d’une famille {zv}v∈Ωk⊥Brvert(X), on peut supposer que les zv sont
supporte´s hors des fibres au-dessus de D d’apre`s le lemme 3.1 de [17]. Le lemme
formel de Harari (cf. 2.6.1 de [12] ; pour la version pour les ze´ro-cycles, cf. [7], Lemme
4.5) dit, en modifiant zv pour v ∈ S′ \S si ne´cessaire, qu’il existe un sous-ensemble
fini S′ ⊂ Ωk contenant S tel que∑
v∈S′
〈Ai,j , π∗(zv)〉v = 0.
Pour simplifier les notations, on suppose que S′ = S et on approxime les ze´ro-
cycles locaux pour v ∈ S′ = S.
On utilise le proce`de de la preuve de la proposition 2.1, pour chaque v ∈ S on
trouve des ze´ro-cycles effectifs z2v , τv ∈ Z0(Xv) de degre´ assez grand d ≡ 1(mod ad0)
tel que z2v − zv soit a-divisible dans Z0(Xv), tel que π∗(τv) soit se´parable a` support
hors de D ∪ supp(y0) ∪ {∞}, et tel que τv soit suffisamment proche de z2v.
On rappelle le lemme suivant.
Lemme 3.2 ([7], Lemme 1.2). Soit k un corps de nombres, on note Spec(O) un
ouvert non-vide de Spec(Ok). Soit Π : X −→ P1 un morphisme plat, projectif avec
X re´gulier et lisse sur O. On note π : X → P1 la restriction a` la fibre ge´ne´rique de Π.
Soit T ⊂ P1 un sous-sche´ma ferme´ fini e´tale sur O tel que les fibres de Π au-dessus
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des points qui ne sont pas dans T sont ge´ome´triquement inte`gres. Soit T =
⋃
Ti la
de´composition des composantes irre´ductibles, soit ki le corps des fonctions de Ti.
Quitte a` restreindre l’ouvert Spec(O) ⊂ Spec(Ok), on a les assertions suivantes.
(a) E´tant donne´ un point ferme´ u de P1, si la fibre Xu sur le corps fini k(u) est
ge´ome´triquement inte`gre, alors elle contient un k(u)-point lisse.
(b) E´tant donne´ un point ferme´ θ de P1 avec son adhe´rence de Zariski Spec(O˜) ≃
θ˜ ⊂ P1, ou` O˜/O est fini avec Frac(O˜) = k(θ), on note O˜′ la cloˆture inte´gale de O˜
dans k(θ). Si u ∈ θ˜ ⊂ P1 est un point ferme´ tel que Xu/k(u) soit ge´ome´triquement
inte`gre, alors Xθ contient un k(θ)v-point lisse ou` v est une place de k(θ) (associe´e
a` un point ferme´ de Spec(O˜′)) au-dessus de u.
(c) Soit u dans un des Ti, il de´finit alors une place vi de ki. Supposons qu’il
existe une composante irre´ductible Z de la fibre de f en Ti ×O k = Spec(ki) de
multiplicite´ un. On note Ki la cloˆture alge´brique de ki dans le corps des fonctions
de Z. Si la place vi de´compose totalement dans l’anneau des entiers Oi ⊂ Ki, alors
Xu/k(u) est ge´ome´triquement inte`gre.
(d) On suppose que, pour chaque i, il existe au moins une composante irre´ductible
de f−1(Spec(ki)) de multiplicite´ un. Alors, e´tant donne´ M/k une extension finie,
il existe une extension finie M ′ de M, telle que pour presque toute place v ∈ Ωk
de´composant totalement dans M ′ on ait l’assertion suivante :
L’application f : X(L) −→ P1(L) est surjective pour toute extension finie L de
kv .
De´monstration. Voir le lemme 1.2 de Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/Swinnerton-
Dyer [7] pour la de´monstration, c’est une version pour les points ferme´s, comme
indique´ dans la page 20 de [7] la meˆme preuve fonctionne dans ce cas.
En comparant avec [7, Lemme 1.2], ici on remplace « scinde´e » (i.e. la fibre
contient une composante irre´ductible de multiplicite´ un qui est ge´ome´triquement
inte`gre) par « ge´ome´triquement inte`gre » simultane´ment dans l’hypothe`se et dans
les conclusions, la meˆme preuve reste valable. 
On fixe une extension (non-triviale) finie galoisienne M de k qui contient tous
les ki et Ki,j , d’apre`s le lemme 3.2 (d), il existe une extension finie M
′ ⊃M · k′ de
k et I un sous-ensemble infini de Ωk en dehors de S contenant presque toutes les
places qui sont de´compose´es totalement dans M ′. On a alors, pour toute extension
finie L/kv (v ∈ I), l’application X(L) −→ P1(L) est surjective, les places dans I
sont de´compose´es totalement dans M et dans k′.
On fixe l’application (Lemme 2.4)
γ : E −→ ((Ωk \ S) ∩ I)⊗k k
′
comme dans la preuve de la proposition 2.1 et on fixe une place v0 ∈ I\S\{vc, c ∈ E}
(pas simplement dans Ωk \ S \ {vc, c ∈ E}). On a ensuite les fv ∈ kv(P1)∗/k∗v pour
toute v ∈ S ∪ {vc, c ∈ E} ∪ {v0} de´crites comme suit.
Pour chaque c ∈ E, on trouve, comme dans la preuve de la proposition 2.1, un
ze´ro-cycle xc + x
′
c se´parable effectif de degre´ d a` support hors de D ∪ supp(y0) ∪
{∞}. De meˆme, pour v0, on trouve un point ferme´ xv0 de degre´ d en dehors de
D ∪ supp(y0) ∪ {∞}. On e´crit divP1v(fv) = π∗(τv) − d∞ pour v ∈ S, divP1vc (fvc) =
(xc + x
′
c)− d∞ pour c ∈ E, et divP1v0
(fv0) = xv0 − d∞ pour v = v0.
Pour toute v ∈ S ∪{vc, c ∈ E}∪{v0}, on pose ρi,v = fv(Pi) ∈ k∗i,v = (ki⊗k kv)
∗.
Puisque I \ {vc, c ∈ E} \ {v0} est infini, le the´ore`me de Dirichlet ge´ne´ralise´ ([22],
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Corollaire 4.4) permet de trouver, pour chaque i, un e´le´ment ρi ∈ k∗i qui soit
suffisamment proche de ρi,v ∈ (ki ⊗k kv)∗ pour v ∈ S ∪ {vc, c ∈ E} ∪ {v0} et qui
soit une unite´ en dehors de (S ∪ I)⊗k ki ⊔ {wi}, ou` wi est une place finie de ki en
dehors de (S ∪ I)⊗k ki telle que de plus wi(ρi) = 1.
Comme d peut eˆtre choisi assez grand, d’apre`s le the´ore`me de Riemann-Roch
(pour les de´tails cf. les preuves des lemmes 5.1 et 5.2 de Colliot-The´le`ne [2]), on
obtient une fonction f ∈ Ok,S∪I [A1] telle que f soit suffisamment proche de fv pour
toute v ∈ S ∪ {vc, c ∈ E} ∪ {v0}, et telle que f(Pi) = ρi pour tout i. En e´crivant
divP1(f) = θ− d∞, on obtient un ze´ro-cycle effectif θ, de plus θ est un point ferme´
dans U hors de D ∪ supp(y0)∪ {∞} car il est suffisamment proche de xv0 . Puisque
le ze´ro-cycle θ est suffisamment proche de xc+x
′
c pour c ∈ E, le point ferme´ θ ∈ Hil
d’apre`s le meˆme argument de la proposition 2.1 (ici on utilise le fait que d et [k′ : k]
sont premiers entre eux). Le ze´ro-cycle θ est aussi suffisamment proche de π∗(τv)
pour v ∈ S,
Il reste a` ve´rifier que θ est de´ploye´ localement partout. On suit principalement
l’ide´e de Colliot-The´le`ne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [7].
Pour w ∈ Ωk(θ) au-dessus de v ∈ Ωk :
Si v ∈ S, le the´ore`me des fonctions implicites implique que θv est de´ploye´.
Si v ∈ I, le lemme 3.2 (d) implique que X(k(θ)w) ։ P1(k(θ)w) pour toute w
au-dessus de v.
Si v /∈ S∪I, on note θ˜ ≃ Spec(A) l’adhe´rence de Zariski de θ dans P1, ou` A/Ok,S
est fini avec Frac(A) = k(θ), on sait alors que Ok(θ),S est la cloˆture inte´gale de A
dans k(θ). On fixe une place w de k(θ) au-dessus de v, il de´finit un point ferme´
w ∈ Spec(Ok(θ),S), ce point se trouve au-dessus d’un certain point ferme´ wθ ∈ θ˜.
On remarque que θ˜ et Ti sont de´finis localement par f et gi respectivement. Il y a
deux cas possibles.
(i) Si wθ est contenue dans un (et alors un seul) des Ti. On sait que gi(θ) ∈
k(θ) et ρi = f(Pi) ∈ Oki,S∪I . On rappelle que pour w
′ ∈ Ωki \ (S ∪ I) ⊗k ki,
w′(ρi) = 1 si w
′ = wi, w
′(ρi) = 0 si w
′ 6= wi. Donc, en restreignant au-dessus de
Ωk \ (S ∪ I) ⊂ Spec(Ok,S), l’intersection Ti ∩ θ˜ ne contient qu’un point note´ par
wi ∈ Ti, et le multiplicite´ d’intersection de Ti et θ˜ en wi e´gale 1 car wi(ρi) = 1.
Alors wi, vu comme un point ferme´ wθ de θ˜, doit eˆtre un point re´gulier de θ˜. On a
alors w = wθ = wi, kiwi = k(θ)w et w(gi(θ)) = wi(ρi) = 1.
(ii) Si wθ /∈ Ti pour tout i, alors Xwθ/k(wθ) est ge´ome´triquement inte`gre par
la construction de Ti, on a donc Xθ(k(θ)w) 6= ∅ d’apre`s le lemme 3.2(b). On sait
que gi(θ) est une unite´ (modulo wθ) dans k(wθ) ⊂ k(w) car gi(θ) /∈ Ti ∩ θ˜, donc
w(gi(θ)) = 0.
Pour ve´rifier que θ est de´ploye´ localement partout, il reste la place w dans le
cas (i) ou` w = wi ∈ Ti. On note Ei = ki ⊗k k(θ), Fi,j = Ki,j ⊗k k(θ). On a
〈Ai,j , θ〉P1 = coresk(θ)/kcoresEi/k(θ)(Fi,j/Ei, g
′




〈Ai,j , π∗(zv)〉v = 0
et 〈Ai,j , π∗(zv)〉v = 〈Ai,j , π∗(z2v)〉v pour toute v ∈ S. Alors
∑
v∈S

















〈Ai,j , θ〉v = 0
par continuite´ de l’accouplement de Brauer-Manin (pour v ∈ S, θ est suffisamment
proche de π∗(τv), τv est suffisamment proche de z
2
v, on remarque que zv − z
2
v est
a-divisible, et a annule Ai,j).
On a donc ∑
v∈Ωk\S
〈Ai,j , θ〉v = 0










A` partir de maintenant on suppose que w ∈ (Ωk \ S)⊗k k(θ).
Si w ∈ I⊗kk(θ), soit v la place de k au-dessous de w, par construction l’extension
des corps locaux associe´s aux Ki,j/ki au-dessus de v est triviale, l’extension Fi,j/Ei




Si w /∈ I ⊗k k(θ) et w 6= wi (plus pre´cise´ment, le point wθ associe´ a` w n’est pas








On conside`re la fle`che Ei −→ Ei ⊗k(θ) k(θ)wi , ou` Ei ⊗k(θ) k(θ)wi est un produit
d’extensions de k(θ)wi . En remarquant que w(NEi/k(θ)(g
′
i(θ))) = w(gi(θ)) e´gale soit
0 si w 6= wi soit 1 si w = wi, il y a donc seulement une de ces extensions, note´e
par Ei,w, dans laquelle l’image de g
′
i(θ) n’est pas une unite´ mais une uniformisante,
de plus, Ei,w/k(θ)wi est triviale. L’e´galite´ (⋆) implique que (Fi,j/Ei, g
′
i(θ)) ⊗Ei
Ei,w = 0, on a alors pour tout j l’extension cyclique Ki,j/ki est triviale apre`s
⊗EiEi,w car g
′
i(θ) est une uniformisante de Ei,w, on trouve que Ki/ki est triviale
apre`s ⊗EiEi,w. D’apre`s le lemme 3.2(c), la re´duction Xwi/k(wi) de Xθ modulo wi
est ge´ome´triquement inte`gre, Xθ contient donc un k(θ)wi -point d’apre`s le lemme
3.2(b). 
4. Cas ge´ne´ral
4.1. Fibrations au-dessus d’une courbe de genre quelconque. Dans cette
sous-section, on conside`re le the´ore`me principal (sauf l’exactitude de la suite (E))
pour le cas ou` B = C est une courbe lisse de groupe X(Jac(C)) fini. Dans ce
cas, l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au sous-groupe Brvert(X) suffit, i.e.
les conclusions deviennent respectivement : pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X
(1) l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au groupe Brvert(X) est la seule au
principe de Hasse ;
(2) l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au groupe Brvert(X) est la seule a`
l’approximation faible ;
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(3) l’obstruction de Brauer-Manin associe´e au groupe Brvert(X) est la seule a`
l’approximation forte.
Ce cas est une ge´ne´ralisation des the´ore`mes principaux 1.3 et 1.4 de Wittenberg
[27] au sens que Hil est un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ au lieu d’un ouvert
dense de C.
Dans la section §5.1, on va expliquer comment e´tablir la suite (E) pour X, d’ou`
la conclusion (3) est automatiquement ve´rifie´e (cf. §5), de plus la meˆme me´thode
de´montre e´galement (1) et (2).
4.2. Fibrations au-dessus de Pn. Dans cette sous-section, on explique comment
on peut montrer le the´ore`me principal (sauf l’exactitude de la suite (E)) dans le
cas ou` B = Pn est l’espace projectif. En re´pe´tant la strate´gie de Wittenberg [28,
The´ore`me 3.4], le re´sultat a e´te´ presque e´tabli dans [16, The´ore`me 3.5], la seule
diffe´rence est de remplacer l’ouvert dense U ⊂ Pn par un sous-ensemble hilbertien
ge´ne´ralise´ Hil ⊂ Pn. Il suffit de ve´rifier que la condition lie´e a` le sous-ensemble
hilbertien ge´ne´ralise´ se comporte bien dans la re´currence, qui est le lemme suivant.
Ce lemme a e´te´ mentionne´ dans [13] §1.2 sans preuve, on pre´sente une preuve pour
le confort du lecteur.
Lemme 4.1. Soient k un corps de nombres et Hil ⊂ Ar+s un sous-ensemble hilber-
tien ge´ne´ralise´. Alors p1(Hil) contient un certain sous-ensemble hilbertien ge´ne´ra-
lise´ de Ar, ou` p1 : A
r+s = Ar × As → Ar est la projection canonique.
De´monstration. On note p2 : A
r+s = Ar × As → As la deuxie`me projection. Soit
Hil de´fini par V
ρ
։ U ⊂ Ar+s ou` U est un ouvert non vide et ou` ρ est un morphisme
e´tale fini. La projectionW2 = p2(U) est un ouvert non vide de A
s, il existe un ouvert
non vide W ′2 ⊂ W2 tel que pour tout point ferme´ θ2 ∈ W
′
2, Uθ2 = U ∩ p
−1
2 (θ2) soit
lisse sur k(θ2), la varie´te´ Vθ2 est alors lisse. Comme A
r+s(k) ∩ Hil est Zariski dense
dans Ar+s, cf. [9], on trouve que p2(A
r+s(k) ∩ Hil) ∩W ′2 6= ∅, il existe alors un k-
point θ2 ∈ p2(Hil) ∩W ′2. L’ouvert Uθ2 de p
−1
2 (θ2) est alors non vide lisse, on de´finit
Z = ρ−1(Uθ2), c’est une varie´te´ lisse. Par construction, il existe un point ferme´
θ1 ∈ Ar tel que (θ1, θ2) soit contenu dans Hil, i.e. ρ−1(θ1, θ2) est connexe, la varie´te´
Z est alors aussi connexe, donc inte`gre. Puisque θ2 est un k-point, le morphisme
Z → Uθ2 de´finit un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de A
r × θ2 ≃ Ar, contenu
dans p1(Hil). 
5. La suite exacte (E)
Dans cette section, on explique la suite (E) et e´tablit son exactitude pour les
fibrations conside´re´es dans le the´ore`me principal.
Tout d’abord, on note A0(X) = ker[deg : CH0(X) → Z]. La the´orie du corps

















ou` M̂ de´signe lim
←−n>0
M/n pour un groupe abe´lien M.
L’exactitude de la suite (E0) a e´te´ conjecture´e par Colliot-The´le`ne/Sansuc [5],
Conjectures A, C, pour les surfaces rationnelles ; par Kato/Saito [14, §7], et par
Colliot-The´le`ne [1, Conjecture 1.5], pour toutes les varie´te´s lisses.
La formulation suivante est due a` van Hamel [24], de´veloppe´e par Wittenberg







Coker[Nk¯v/kv : CH0(Xv)→ CH0(Xv)].
De meˆme, on trouve un complexe
(E) CH0̂(X)→ CH0̂,A (X)→ Hom(Br(X),Q/Z),
et on espe`re que (E) soit exact pour toute varie´te´ lisse et ge´ome´triquement connexe
X. Il est remarque´ par Wittenberg que l’exactitude de (E) implique l’exactitude
de (E0), et implique que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe
de Hasse pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur X, cf. [27], Remarques 1.1 (ii)(iii).
L’exactitude de (E) implique aussi que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule
a` l’approximation faible et forte pour les ze´ro-cycles de degre´ 1, cf. [15, Proposition
2.2.1] et sa preuve. Re´ciproquement, c’est possible mais ce n’est pas e´vident que
l’approximation forte pour les ze´ro-cycle de degre´ 1 implique l’exactitude de (E)
qui concerne les ze´ro-cycles de tout degre´.
On remarque que, pour les places re´elles, le conoyau Coker[NC/R : CH0(XC)→
CH0(XR)] est calcule´ par Colliot-The´le`ne/Ischebeck [4].
Dans le reste de cette section, on va e´tablir l’exactitude de la suite (E) pour les
fibrations conside´re´es dans le the´ore`me principal, on suppose que Xη est rationnel-
lement connexe a` partir de maintenant. Dans §5.1, pour le cas ou` B = C est une
courbe, on peut l’e´tablir directement en utilisant l’argument de Wittenberg [27], de
plus la suite (E) reste exacte meˆme si l’on remplace Br(X) par Brvert(X). Dans
§5.2, pour le cas ou` B = Pn, l’argument utilise la conclusion (2) dans le the´ore`me
principal qui est montre´e dans §4.2.
5.1. Le cas B = C. Dans son article [27], Wittenberg e´tablit l’exactitude de la suite
(E) pour une fibration X → C satisfaisant (Abe´lienne-Scinde´e), en supposant
que
- pour presque tout point ferme´ θ de C, pour tout entier n > 0 et tout ensemble
fini S ⊂ Ωk(θ), l’image de CH0(Xθ) dans
∏
w∈S CH0((Xθ)w)/n contient l’image de∏
w∈SXθ(k(θ)w) dans ce meˆme groupe.
Cette hypothe`se est ve´rifie´e si Xθ satisfait l’approximation faible pour les points
rationnels ou pour les ze´ro-cycles de degre´ 1.
On rappelle l’ide´e de la preuve dans [27]. On part d’une fibration X → C, on
construit un morphisme dominant ψ : C → P1 et on conside`re la fibrationW ′ → P1,
ou` W ′ est une compactification lisse de la restriction a` la Weil W → P1 de X → C
le long de ψ. L’exactitude de (E) pour X se de´duit de l’exactitude de (E) pour W ′,
cette re´duction a e´te´ fait dans §4.3 de [27]. Afin d’e´tablir (E) pour W ′, on applique
le the´ore`me 4.8 de [27] (une variante de [7, the´ore`me 4.1]) a` la fibration W ′ → P1.
Dans [27], l’hypothe`se arithme´tique est pose´e sur Xθ pour presque tout point
ferme´ θ de C. Par contre, ici l’hypothe`se arithme´tique est pose´e seulement pour
θ ∈ Hil ou` Hil est un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de C. Pour que le meˆme
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argument fonctionne pour notre situation, il suffit d’adapter la notion de sous-
ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ avec cette proce´dure de re´duction et avec [27, The´o-
re`me 4.8].
D’abord, on suppose que Hil est de´fini par Z → U ⊂ C, son compose´ avec ψ
de´finit alors un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil1 de P
1 tel que pour tout
θ1 ∈ Hil1 on ait automatiquement θ = ψ−1(θ1) ∈ Hil. Donc les sous-ensembles
hilbertiens ge´ne´ralise´s se comporte bien avec la re´duction dans §4.3 de [27].
Ensuite, on conside`re le the´ore`me 4.8 de [27], avec l’hypothe`se arithme´tique sup-
pose´e seulement sur un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil1 ⊂ P1. Remarquons
que l’assertion dans §3 ge´ne´ralise [7, the´ore`me 4.1] et de plus l’argument fonctionne
e´galement pour {zv}v∈Ωk de degre´ premier a` un nombre entier bien choisi, ceci
confirme la conclusion de [27, The´ore`me 4.8] sous l’hypothe`se sur Hil1.
Enfin, on remarque que, dans tout cet argument, on utilise seulement le sous-
groupe Brvert(X) de Br(X).
5.2. Le cas B = Pn. Puisque le cas n = 1 est contenu dans §5.1, on suppose
que n > 1. Comme explique´ dans [16, The´ore`me 3.5], on applique la strate´gie de
Wittenberg dans la preuve du [28, The´ore`me 3.4] qu’on rappelle comme suit. On
part d’une fibrationX → Pn, la varie´te´ X est vue comme une fibrationX → Pn−1 a`
fibres ge´ome´triquement inte`gres. De plus, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule
pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur les fibresXθ si θ est contenu dans un certain sous-
ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ de Pn−1. En appliquant le the´ore`me 3.5 de [16], on
conclut que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a` l’approximation faible pour
les ze´ro-cycles de degre´ 1. En plus, sans modifier ni les hypothe`ses ni les arguments,
la meˆme conclusion est valable pour les ze´ro-cycles de degre´ δ quelconque sur X.
D’apre`s Wittenberg [27, Prop 3.1], afin d’e´tablir (E) pour une fibration au-
dessus d’une courbe, il suffit de ve´rifier une proprie´te´ (PS) pour tout ensemble fini
S ⊂ Ωk. On remarque que la meˆme conclusion reste valable si l’on remplace la base
par l’espace projectif. Tous les arguments de Wittenberg fonctionnent. En plus, la
proprie´te´ (PS) et les arguments deviennent plus simples car l’application induite
CH0(X)→ CH0(P
n−1) = Z est simplement l’application de degre´.
Il reste a` ve´rifier la proprie´te´ pour X → Pn−1 :
(PS) Soit {zv}v∈Ωk une famille de ze´ro-cycles de degre´ δ. Si elle est orthogonale
a` Br(X), alors pour tout entier n > 0, il existe un ze´ro-cycle z de X de
degre´ δ, tel que pour toute v ∈ S on ait z = zv dans CH0(Xv)/n si v est
finie et z = zv +Nk¯v/kv (uv) dans CH0(Xv) pour un uv ∈ CH0(Xv) si v est
re´elle.
Cette proprie´te´ est implique´e par la proprie´te´ suivante.
(P ′S) Soit {zv}v∈Ωk une famille de ze´ro-cycles de degre´ δ. Si elle est orthogonale
a` Br(X), alors pour tout entier n > 0, il existe un ze´ro-cycle z de X de
degre´ δ, tel que pour toute v ∈ S on ait z = zv dans CH0(Xv)/2n.
Cette dernie`re proprie´te´ est exactement l’assertion que l’obstruction de Brauer-
Manin est la seule a` l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ δ, qui est
ve´rifie´e par X. Ceci e´tablit l’exactitude de (E) pour le cas B = Pn dans le the´ore`me
principal.
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6. Fibre´ en surfaces de Chaˆtelet
La notion de sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ nous permet d’appliquer le re´-
sultat principal a` certaines fibrations, par exemple, les fibrations en surfaces de Chaˆ-
telet (ou encore plus ge´ne´ral) au-dessus d’une courbe sous l’hypothe`se (Abe´lienne-
Scinde´e).
D’abord, on rappelle la notion de p-fold de Chaˆtelet. Soient K un corps et L
une extension finie de degre´ n. On fixe une K-base line´aire w1, . . . , wn de L. Soit
P (z) ∈ K[z] un polynoˆme de degre´ dn ou` d > 0 est un entier. L’e´quation normique
NL/K(x1w1 + · · ·+ xnwn) = P (z)
est un polynoˆme dans K[x1, . . . , xn, z], elle de´finit une varie´te´ lisse et ge´ome´trique-
ment inte`gre dans An+1. Il existe un mode`le projectif lisse X = XL/K,P (z) de cette
varie´te´ ([25], Proposition 2.1). Un tel mode`le est appele´ un p-fold de Chaˆtelet si
L/K est une extension cyclique de degre´ premier p et si d = 2, c’est une surface
de Chaˆtelet si p = 2. Si K est un corps de nombres, la varie´te´ X vue comme un
fibre´ en coniques au-dessus de P1 via l’inde´termine´e z, ve´rifie que l’obstruction de
Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a` l’approximation faible pour les
ze´ro-cycles de degre´ 1 (The´ore`me principal, ou [27, The´ore`me 1.3]).
Fait. Si K est un corps de nombres, le groupe de Brauer Br(X) est e´gal a`
im[Br(K)→ Br(X)] lorsque P (z) est un polynoˆme irre´ductible sur K. Par conse´-
quent, le principe de Hasse et l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´
1 sont valables pour X = XL/K,P (z).
Ce fait se de´duit de la proposition 2.5 de Colliot-The´le`ne/Harari/Skorobogatov
[3], voir aussi le corollaire 3.3 de Va´rilly-Alvarado/Viray [25]. Re´cemment, Wei ob-
tient un re´sultat plus ge´ne´ral, une fois que L/K est une extension cyclique (pas
ne´cessairement de degre´ premier) et P (z) est irre´ductible sur K (de degre´ quel-
conque), on a encore le fait ci-dessus, cf. [26], The´ore`me 1.4.
Soit k un corps de nombres. On conside`re une fibration au-dessus d’une courbe
π : X → C, dont la fibre ge´ne´rique est de´finie par l’e´quation NL/K(x1w1 + · · · +
xpwp) = P (z), ou` P (z) ∈ K[z] est un polynoˆme suppose´ irre´ductible sur K = k(C)
et ou` L est une extension cyclique de K. Le polynoˆme P (z) de´finit une extension
finie K ′ de K, a` laquelle il associe une courbe normale Z et un morphisme fini
dominant Z → C. Ce morphisme est e´tale au-dessus d’un ouvert non vide, il de´finit
alors un sous-ensemble hilbertien ge´ne´ralise´ Hil ⊂ C tel que pour tout θ ∈ Hil la
fibre Xθ ve´rifie le principe de Hasse et l’approximation faible pour les ze´ro-cycles
de degre´ 1 (le fait ci-dessus). D’apre`s le the´ore`me principal, si X(Jac(C)) est fini
et si π ve´rifie (Abe´lienne-Scinde´e), l’obstruction de Brauer-Manin est la seule
au principe de Hasse et a` l’approximation faible pour les ze´ro-cycles de degre´ 1 sur
X, la suite (E) est exacte pour X (avec la finitude de X(Jac(C)) suppose´e).
Il reste a` ve´rifier (Abe´lienne-Scinde´e). Dans le cas particulier ou` le terme
gauche
NL/k(C)(x1w1 + · · ·+ xpwp)
ne varie pas le long de C, on peut ve´rifier directement l’hypothe`se (Abe´lienne-
Scinde´e). Plus pre´cise´ment, dans ce cas L = l(C) ou` l/k est une extension cyclique
de degre´ p, et w1, . . . , wp est une k-base line´aire de l (donc c’est une K-base line´aire
de L car C est une courbe ge´ome´triquement inte`gre sur k). Soit θ un point ferme´
de C, la fibre Xθ, de´finie par Nl⊗kk(θ)/k(θ)(x1w1 + · · ·+ xpwp) = Pθ(z),
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- est ge´ome´triquement inte`gre, a fortiori satisfait (Abe´lienne-Scinde´e), si
Pθ(z) ∈ k(θ)[z] est un polynoˆme non nul ;
- satisfait (Abe´lienne-Scinde´e), si Pθ(z) est un polynoˆme nul. En fait, la fibre
Xθ a p composantes irre´ductibles (toute de multiplicite´ un) apre`s l’extension abe´-
lienne l(θ)/k(θ), dont chacune est ge´ome´triquement inte`gre sur l(θ).
En re´sume´, on trouve :
Proposition 6.1. Soient k un corps de nombres et l une extension cyclique. Soit K
une extension finie de k(t). Supposons que X(Jac(C)) est fini, ou` C est la courbe
projective lisse et ge´ome´triquement inte`gre de corps des fonctions K. Soit X une
varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre, et k-rationnellement e´quivalente
a` la k-varie´te´ de´finie par l’e´quation (en variables (x1, . . . , xp, z))
Nl(C)/k(C)(x1w1 + · · ·+ xpwp) = P (z),
ou` P (z) ∈ K[z] est un polynoˆme irre´ductible sur K.
Alors, la suite (E) est exacte pour X.
Remarque 6.2. Si l’extension L/k(C) ne provient pas simplement d’une extension
finie l/k, a priori, on ne sait pas si, pour tout mode`le X → C de Xη/k(C), les fibres
satisfont l’hypothe`se 1 (Abe´lienne-Scinde´e). Ge´ne´ralement, on part d’un p-fold de
Chaˆtelet Y/k(C) de´fini par NL/k(C)(x1w1+ · · ·+ xpwp) = P (z), et on veut trouver
un mode`le X → C a` fibre ge´ne´rique Xη isomorphe a` Y sur k(C), tel que les fibres
ferme´es satisfont (Abe´lienne-Scinde´e). Comme k¯(C) est un C1-corps d’apre`s le
the´ore`me de Tsen, la varie´te´ Y admet toujours un k¯(C)-point car elle est de´finie par
un polynoˆme homoge`ne, l’homoge´ne´isation de NL/k(C)(x1w1+ · · ·+ xpwp) = P (z),
de degre´ p en p + 1 variables x0, x1, . . . , xp. D’ou` on obtient une k¯-section de πk¯
pour n’importe quel mode`le π : X → C de Y/k(C), alors toute fibre Xθ posse`de une
composante irre´ductible de multiplicite´ un. Mais on ne sait pas si Y/k(C) admet
un mode`le X → C ve´rifiant la condition d’abe´lianite´ de (Abe´lienne-Scinde´e).
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